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一 类非线性循环程序的终止性 
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摘 要：提出一类非线性循环程序的终止性是可以判定的．该类程序的终止性与其赋值矩阵的正特征值相对应的 

特征向量有关．然后提 出了一种新的判定这类程序终止性的方法，该方法跟循环迭代的次数和变量的初始赋值息 

息相关．通过这个方法，不但能判定这一类程序是否终止，还能对不是所有初始值都终止的程序，给出能使该程序 

终止的初值建议． 
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Termination of a Class of Non。linear Loop Programs 
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Guilin University of Electronic Technology，Guilin 541004，China) 

Abstract：The termination of a class of non-linear loop program can be determined．The category of the program 

termination assignment matrix with positive eigenvalues related to the corresponding feature vector．Then proposed 

a new method tO determ ine the type of program term ination，the method is closely related with the initia1 assignment 

of loop iterations and variables．By this method，not only able tO determ ine whether tO term inate this category 

program ，but also on not all the initial values are the term ination procedures，given recommendations enables the 

initiaI value of the program term inates． 
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1 引言 

对于设计高可信软件来说，如何对软件进行 自 

动验证是一个极具挑战性的问题．验证一个程序的 

完全正确性是由程序的部分正确性和程序的终止性 

两部分构成．而程序的终止性是一个程序完全正确 

性的必要基础． 

目前，出现了一些证明程序终止的方法，其中的 

主要方法是通过合成秩函数来判断程序在循环过程 

的终止性[1]．文献[z-s]进行 了循环程序终止性研 

究．在文献[6]中考虑了循环条件为非线性的，赋值 

条件为线性的-一类循环程序的终止性，并借助强有 

力的代数符号工具 DISCOVERER，精确地判定了 

这类程序的是否终止性． 

由于文献[6]中的方法，对于更为复杂的非线性 

循环程序的终止性在一般情况下是不可判定的．该 

程序的是否终止性却跟其初值是相关的，即在不同 

的初值条件下，该循环程序的终止与否是不同的．本 

文提出一类非线性程序终止性新的判定． 

2 非线性循环程序证明 

考虑如下非线性循环程序： 

P1：while(BTX +CrX > 0){X：一AX}， 

式中，a，p∈N且l a 1> l I， 和 为列向量， 

．

7C = ,2C1 2。2⋯ X
m

0

m，3= (a1，a2，⋯am)； 

一 l岛3172 ⋯ ， 一 ( ， ，⋯ )； 
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l a I一∑3 ，l卢I一∑ 并且x∈R ． 

定理 1 如果有一个 阶矩阵A与两个非零向 

量b，c所定义的如P 所示的非线性循环程序，如果 

矩阵A存在着一个大于1的正特征值对应的特征向 

量 73，使得6T + > 0，并且在循环条件中的各 

系数，负系数总是所有系数中最小的，那么程序 P 

必不终止． 

证明：在满足初值循环条件的前提下，根据题 

意，循环条件中的各系数，负系数总是所有系数中最 

小的，这样就不会担心有时候因为负系数的绝对值 

过大，导致对程序的终止性有重要的影响，因此，只 

需考虑与特征值相关的问题。 

假设 73∈RN是矩阵A 的某个大于 1的正特征 

值A对应的一个特征向量，有：A 一 ，在面对阶数 

较低的矩阵时，可以通过求基础解系把特征向量给 

求出来，而如若是阶数较高的矩阵，可以借助强有力 

数值计算工具matlab进行求解特征向量，因此这样 

的特征向量总是会存在并且是可以计算出来的，再 

根据题意，满足 bTv +CTv8> 0，满足循环条件，在 

经过第一次赋值后，有 x 一Av—itv，然后进入 

到第二次循环条件的判段： 

b (X ) ．4- C (X‘ ) 

一 bT(itv) ．4-C (itv)p 

—  I。I bT ．4- I pI CT 

一  l l(it I o-b'I bT73o．4- CT ) 

由 >1，l a I— I J8I>O，bT73 ．4-CT >0， 

可得 ：b (X ) -4-C (X“ ) > o． 

接着第二次赋值：X ：AX“ 一 73， 

然后进入到第三次循环条件的判段： 

b (X‘ ) ．4- C (X‘ ’)p 

— b (it。口) ．4- fT(it。 )p 

—  I I bT ．4- J l CT 

一  。l pI(it ‘I a-pI’6 + c )> 0 

以此类推，就可以得到第 i．4-1次循环条件的判 

段 ： 

bT(X‘ ) ．4- C (X )p 

— b (it 73) ．4- C (it ) 

—  l I b'r ．4- 。 CT 

一  I口I( I -b'I bT + CT )> 0． 

因此，如果存在A的一个大于 1的正特征值所 

对应的特征向量 ，使得 6T +c > 0，那么程序 

P 必不终止． 

证毕． 

考虑下面形如 P 的非线性程序的终止性． 

例 1：while(3x 一5y．4-4z> 0){X：一AX} 

f 7 —1o 171 
其中，x=(z，y， )，A— J 3 9 2 f． 

【一4 5 13 J 
通过计算知道赋值矩阵A有正特征值 14并且 

与该正特征值相对应的特征向量是[1，1，1]．通过计 

算满足定理 1的条件，根据定理 1，该循环程序是不 

终止的． 

3 非线性循环程序的实例研究 

在实际应用中，对于一个循环程序更多的我们 

想知道的是该程序是不是对于任何初始值都是终止 

或者不终止的，如果不是，那在满足什么样的初始条 

件下它是终止的或者不终止的．就有了下面的讨论． 

从高等代数_7]知道， 

定义 1 形式为 

1 

0 

： ： 
● ● 

0 O 

的矩阵称为若尔当(Jordan)块，，其中|：L是复数，由 

若干个若尔当块组成的准对角矩阵称为若尔当矩 

阵，其一般形状如 

其中 

A1 

A 一 

A2 

i l 

1 

iti J × 

并且 ， ，⋯， 中有一些可以相等． 

定理2 每个 阶复矩阵A都与一个若尔当形 

矩阵相似_7]． 

由定义1和定理 2我们知道，任何矩阵A都可 

以经过变换变成 Jordan标准型．而对于一类循环程 

序是否终止的判断的一个基本步骤是计算赋值矩阵 

A的 次迭代．如果存在一个矩阵 D使得A = 

PDP～，那么矩阵D与矩阵A相似，则有 

A 一 (PDP一 ) 

0  O ； 1  

O  O ；  

O  O ； O  
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一 (PDP )(PDP )⋯(PDP ) 

一 PD P一 (2) 

所以式(2)也总能成立． 

对于一个循环程序，在给定了一个初始值 z以 

后，可以用 z( )一A 表示变量经过i次迭代以后 

的状态值，然后代回到循环条件以此来判断该程序 

的是否终止性．这里，显然 z(O)一 z．看具体的例 

子，首先，先考虑一类循环条件是齐次非线性的，而 

赋值条件是简单线性的程序． 

例 2：考虑如下程序的终止性： 

while(一 z + 10y + > O) 

do l Y l：一A·l Y f end while 【 J 【 J 

f 0 2 1 1 
其中，赋值矩阵A— l一1 0 1 I． 

1 0 1 1 J 
在这里，赋值矩阵A一 [0，2，1；一1，0，1；0，1， 

1]，该赋值矩阵有三个特征值1，i和一i，其中赋值矩 

阵A中特征根 1对应的特征向量是[1，0，1]．赋值矩 

阵A的Jordan形式为 

D一 [1，0，0；0，0，一1；0，1，O．J， 

而 P一 [1，1，2；0，1，一1；1，0，1]．该循环程序 

在i次迭代后： 

D 一[1，0，o；0，c。s ，一sinT一；o,sin ，c。s詈] 
因此，由式(2)得 

( )一 A (O)一 PD P一 (0)一 

丢(一1+3c。s专+sin享) (1-6 3sin享--COS hr 3一 1(3c。s等+sin等) 
· 圻  

一  

n 

一 丢+丢cc。s专+sin享 

c。s 

1
十  
1(sin

- ff--COS专) 

一  ] 

把z( )、 ( )和 ( )代人循环条件，有 
--

一 一

x(i)

2

2

(。

@

)

lOy(i)

2

z

(

-6

。)

z(i

z

)

2

z

．

27 -6 lOy -6 (。)> o (3) 
一 一  (0) 。(O) z (O)> ⋯ 

，一 

把 z( )、 ( )和 ( )代入循g,~44，有 

(O)． 

：== 

=== 姚 

、，  
一2 

n 

．  
+ 

访一2 一2 n S ．一 ∞ 

／ 

1 —2 

— 

3 —2 
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( )===一 ．27(O)+ 2z(O)． 

把z( )、 ( )和 ( )代入循环条件，有 
一 z( ) + 10y( ) + ( ) — 10(z(O)一 2(O)) 一 

Y (O)一 2x(0)y(0)+ 4y(0)z(O)> 0 (6) 

分析：由上面的分析可以知道，判断这个程序的 

是否终止性等价于式(3)～ (6)四个式子有没有公 

共解．如果这四个式子有公共解那么这个程序就是 

不终止的，否则程序就是终止的．通过求解，得到 
9 9 

( ，Y， )一(一昔，÷，詈)是上述四个式子的一个公 
厶 厶 厶 

共解，也即是程序的一个不终止点．然后考虑循环条 

件为非齐次非线性的情形： 

例 3：考虑如下程序的终止性： 

while(一z 一 。+等>o 2>0) 

do ：一 A · 

( ) 

Z  

end while． 

其中，赋值矩阵A— 

O 

一 1 

1 
_ 。 一  

2 

这里，赋值矩阵A一[1，1，0；1，一1，一1； ，l， 

1]
，
该矩阵有三个特征值 1， 1和～l

，其特征值对 

应的特征向量是[1，1，1]，[一2，一 ，o]NIl，4 
， 

1]．赋值矩阵A的Jordan形式为 

D一 [_1，o，o．0，1，o-0，o， ]， 

P一[ 1
，2，一号；一号，o，导； ，2，一号]． 

该循环程序在 i次迭代后 ： 

D 一 [(一1) ，0，o；o，l，0；0，o，( )]， 1 l 

因此： 

一 A (0)一 PD P一 (0)一 

(一1) +2一号·(专) 吉(一1) + 1 

詈(一1)斗 + 1·(丢)H J 

{(一1) +2一 ·(丢) 吉(一1) + 1 
当 i为奇数时： 

( )一 

f至3一 3·( 2) 1 l一 ●I—l l 1 ＼ ／ 3( 一 ) ＼2H J 
2
十  

1
· ( 1)一一l一 2一 1·( )H 

专一丢·(专) 一 2十 7·(专) 
根据上式，有 

(O) 

z( )一[喜一号·(专) ] (0)+ (o)+ 

号[ 一11 

( )一[ 2十 1·(丢)H]z(0)-- (0)一 

[ 2十 1·(丢)H]z(0) 

z( )一[ 5一号·(丢) ] (0)+ (0)+ 

[一 2十 7·( 1) ] (o) 

专(一1)m一1+ 4·(丢) 

号(一1) 一 1·(丢)H 

丢(一1) 一l+ 7·(丢)。 

(0) 

一 z( ) 一 ( ) + > o ( )> 0∞ 

((专)抖 一号·(吉) 一篙)zc0 z一号 co，z 

+((丢) 州一号·(号) — 2) c0，z+ 

(喜·(丢) 一 1)z(o) (o)+ 

(一(专) +(丢) +2) co c0 + 

(一号一_耋_·(丢) )．y co co >0 

-雪-一号·(丢) ]z c0，+ c0 + 

[一 2十 7·(丢) ] (0)>0 
分析： 

这是个非线性多项式加线性约束的循环条件， 

在满足初始条件的前提下，随着迭代次数的增加 

一

z( 一 ( ) + 必小于0，而我们知道，要 

明；}旱序不终 I卜．那 么 满 早 当 奋 和偶 斯 

l  

1  一 l  

1 1 1 —2 
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时都满足循环条件，而通过上面的分析我们知道当i 

为奇数时已经不满足循环条件了，所以程序必终止． 

例 4：考虑如下程序的终止性： 

while(x 一Y> 0){ ：一一z+_y； ：一Y) 

在该程序中，矩阵A一 [一1，1；0，1]，该矩阵有 

两个特征值 1和一1，其特征向量分别是[1，2]和[1， 

0]．矩阵A的Jordan形式为 

D一 [一1，0；0，1]， 

然后 P一 [1，1；0，2]．该循环程序在 i次迭代 

后：D 一[(一1) ，0；0，1]，因此： 

Z( )一 A Z(0)一 PD P一 Z(O)一 

]Z(0) 
根据上式，有 

z( )一 (一 1) (0)+ (0)， 

( )一 (0) 

把 z( )和 Y( )代入循环条件，有 

时，总能通过计算出赋值矩阵的若尔当标准型在 i 

次迭代以后的程序状态，再根据不同的初值，来判断 

在该初值条件下的程序的终止情况． 

4 结束语 

在实际应用中，面对一个非线性循环程序上，可 

以通过定理 1判定它是否终止．也根据不同的需求， 

通过上述方法来得到想到的结果——根据是否想要 

该程序终止而选择不同的初值．这是一个用代数的 

方法去证明循环程序的终止性．而下一步的工作是 

要用这个方法对更多类型的非线性循环程序进行研 

究，进而取得更多更成熟的对非线性程序终止性研 

究的成果． 
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